1 Appendice matematica: Il modello a generazioni sovrapposte
di Blanchard (1985)!
Questa appendice si basa sulla presentazione in Blanchard e Fischer (1990), di cui si segue la notazione.

Remark 1 Data la varibile casuale X = “tempo che separa l'individuo dalla morte”, distribuita secondo

una funzione di densita esponenziale f,(t) = pe P* con p > 0, allora la speranza di vita é %.

Proof. Si risolve banalmente integrando per parti:

/tpe Phdt = [—te '] ° +/e Pldt =0+p " [—e ] =p!
0 0

Nei passaggi precedenti si & fatto uso della formula di integrazione per parti:
[ @) @iz = f@lg@) - [ 1 @glas
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e del fatto che

Remark 2 Dato il vincolo di bilancio istantaneo in t per una generica generazione:

L) = (r(2) + p)ulz) + y(2) — c(2)
*f(r(u)ﬂn)du 0 W

lim, oo v(2)e * =

si ottiene il vincolo di bilancio intertemporale

oo

/ ()Rt 2)dz = v(t) + h(t) @)

t

(r(p)+p)dp

T =n

dove h(t) = [y(z)R(t, z)dz = capitale umano e R(t,z) = e = fattore di sconto rilevante per

t
Vindividuo (comprendente p) fra z e t.

o S . . .. . - fz(r(#)ﬂo)d#
Proof. Integro il vincolo di bilancio istantaneo e moltiplico entrambi i membri per R(t,z) = e ¢
Vi - Jo +P)dﬂ T - f (r(u +P)du 7 — [ (w+p)du
= - [o@) e + e — [ o) - ctalle :
t t t
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2Si noti che per semplicita di notazione si astrae dalla data di nascita della generazione, e cid fino a quando non si

tratteranno le variabili aggregate, ossia a partire dal Remark 5.



oo — [ (r(w)+p)du 0o z
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Remark 3 La condizione del primo ordine per il sentiero ottimale del consumo é

de(z)
—, = r(z) = ble(z)

Proof. Il problema di una generica generazione é

]\64(g)acU = 1]Ologc(z)e_(e'*'p)(z_t)clz
t v(z) = (r(2) + P)o(2) + y(2) — ()

= J(r(w)+p)d
hmz—>oov(z)e ‘t]‘ H)TPp /,L:

che si puo risolvere costruendo il seguente hamiltoniano
H(z) = {log c(2) + A[(r(2) + p)o(2) + y(2) — c(2)]} e~ OTPE
da cui si ricava
1
H. = 0 = -=A
c

H, /\(G—I—p)—).\ = A[r(z)—&—p]zA(G%—p)—)\

lim Ae~(0FPGE=0y(2) =0
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da cui si ottiene facilmente la condizione del primo ordine, notando che



Remark 4 La funzione del consumo é data da

c(t) = (0 +p)[v(t) + h(t)] (4)

— [r(w)—0)dp
Proof. Integro fra t e z la condizione del primo ordine (3), dopo aver moltiplicato per e *

[ dje(s) ~feuw-ox " — frtw)-0)du
/ 8¢ 7 ds =0 = c(z)e —c(t)=0

t

S (r(p)—0)du
c(z) = c(t)et
Questa equazione mi esprime il legame fra il consumo in due istanti temporali diversi (z e t) lungo il
sentiero ottimale, o meglio lega il livello di consumo in un generico istante futuro z al livello di consumo
iniziale in t. Ed infatti & derivata solamente dalla condizione del primo ordine, la quale esprime il profilo
ottimale del consumo nel tempo.

Sostituisco questa equazione nel vincolo di bilancio intertemporale (2). Il membro di sinistra diventa

oo 9 z Odu — Z(T( Vip)d 9 B z(9+ Y 9
/C(Z)R(t, Z)dZ = /C( )etf Me tf Hre Mdz = C(t)/e [ P /1« /e—(9+p)(2 t)d
t t t t

= e () o] = (A2

da cui si ottiene la (4). W

Remark 5 I livello di consumo aggregato é quindi dato da
C(t) = (0+p[V () + H(t)]

Proof. Il consumo aggregato ¢ dato dall’aggregazione dei consumi individuali delle singole generazioni,

ossia
t

ct) = / c(s, t)pe Pt ds
— 00
dove adesso ¢(s,t) ¢ il consumo nel periodo ¢ di una generazione nata in s e pe ?*=*) & la dimensione nel
periodo t di una generazione nata in s. Sostituendo per ¢(s,t)

Ct) = / (04 p)u(s,t) + his, Dlpeds = (0 + PV (1) + H(?)]

t t
dove V(t) = [ v(s,t)pe™Pt*)dse H(t)= [ h(s,t)pe Pt~ds. W

— 0 —o0



Remark 6 Se si ipotizza il sequente profilo decrescente dei redditi da lavoro

y(s,t) = aY (t)e =) con a>0 (5)

atp
e

allora deve essere a =

Proof. Il reddito aggregato & uguale all’aggregazione dei redditi delle singole generazioni, ossia

t t
Y(t) = / y(s,t)pe P9 ds = / aY (t)e =) peP(t=9) g —
t
Y (t t Y (¢
apY (t) / —(atp)t—s) gy — WY [ef(aer)(t*S)} _ apY (1)
a+p —o0 a+p

da cui si ottiene a = D‘—zﬂ. |

Remark 7 [l capitale umano aggregato é dato da

H(t) =

7 ~ Flatptr(u)d
/Y(z)e {(ere "z (6)

t

Proof. 1l capitale umano di una singola generazione &

r ~ oty r
h(s,t) = [ aY(z)e*=%)¢ [ty "z = a/Y(z)e_O‘(Z_t)e_a(t_s)e
—_—
t y(s,t) R(t,z) t

— [(r(w)+p)d
tf w)+p Mdz

sostituisco in H(t)
/ (7 J Ot
— [(r(p)+
/h(s,t)pe_p(t_s)dSZ / a/Y(z)e‘a(z_t)e_o‘(t_s)e T, pe P9 ds =
t

— 00 — 00

H(t)

t o} 2
= ap / \/Y(z)eia(zft)ei ‘tf(r(‘u)er)d‘udZ 6*(&+p)(t*5)ds —

—00 t

indipendente da s

= ap /Y(Z)e_a(z_t)e_ .[(T‘(F‘)+p)dﬂdz ( 1 ) I:e_(a+p)(t_s):| t _
t

a+Dp —00
oo z

— et T = et
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t
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Remark 8 1[I risultato precedente implica che l’equazione di accumulazione del capitale umano aggregato
é

H(t) = (a+p+rt)H(1) - Y(t) -

z 7

— [(a+p+r(u))d
limzﬂooH(z)etf TR g



Proof. Si deve applicare la regola di Leibniz per la derivazione di integrali rispetto ad una variabile da

B(r)
cui dipendono gli estremi d’integrazione. Questa recita che data una funzione F(r) = [ f(z,r)dz, con
A(r)
f(x,r),A(r) e B(r) € C!, allora
B(r)
dF(r) dB(r) dA(r) of(z,7)
2 — 1(B0). 2 - AT+ [ 2R
A(r)
Quindi
dH(t T — Jlatptr(un)dn
—dt( b~ v +/Y(z)e ‘ (a+p+r(t)dz =
t

= (a+p+r()H({)-Y(t)

Si noti che per fare 'operazione inversa, ossia per passare da (7) a (6), bisogna integrare fra ¢t ed oo ed

— [(atptr(u)d
imporre la condizione no-Ponzi-game sul capitale umano: lim,_,, H(z)e tf TR 0. N
t
Remark 9 Dalla definizione di ricchezza finanziaria aggregata, V(t) = [ 11(57t)pe_p(t_s)ds7 seque che
lequazione d’accumulazione della ricchezza finanziaria aggregata é -
V(t) =r®)V () +Y(t) - C1) (8)
Proof. Applicando ancora la regola di Leibniz si ottiene
t
av(t dv(s,t
% = o(t,t)p+ / {%pep(tﬁ + (s, t)p(—p)e P9 | ds =

—0o0

t
= w(t,t)p+ / %‘?t)pe*p(t*&)ds—pV(t)
—0

Si noti che v(t,t)p = ricchezza finanziaria della coorte di nuovi nati in ¢ (p & la dimensione della coorte
di nuovi nati e v(t,t) & la ricchezza finanziaria individuale). Ma i nuovi nati nascono senza eredita né
dotazioni, quindi con ricchezza finanziaria nulla per ipotesi, ossia v(t,t) = 0. pV (t) = ricchezza di coloro
che muoiono in ¢, che va quindi sottratta (redistribuita attraverso ’assicurazione a coloro che sono in vita
con ricchezza positiva). [ %peﬂ’(t*s)ds = variazione della ricchezza di coloro che rimangono in vita
= variazione della ricche;?a individuale moltiplicata per la dimensione della coorte, integrata per tutte le
coorti esistenti fino a t.

Ora dal vincolo di bilancio individuale % = (r(t) +p)v(s,t) + y(s,t) — c(s, t), quindi
t
av(t —p(t—s
% N / [(r(t) + P)o(s, t) +y(s,8) — c(s, 8)] pe P ds —pV (¢) =

t t

¢
= / r(t)v(s, t)pefp(tfs)ds + / pu(s, t)pefp(tfs)ds + / [y(s,t) — c(s,t)]pefp(tfs)ds —pV () =

— 00 — 00

= r@VE)+pV(E)+Y () —CE) —pV () =r@)V(t)+Y () — C(t)



- fr(u)du

Infine si noti che integrando fra ¢ ed oo la (8) ed imponendo lim, ., V(z)e = 0 si ottiene una

[43

sorta di “vincolo delle risorse intertemporale” per ’aggregato

oo B zr J oo B Z’[‘ J
V(t)+/Y(z)e ff () = /C(z)e tf ()
t t

— [r(u)d
tf P 0 discende a sua volta dall’aggregazione della condizione di

z
s . . — [(r(p)+p)du )
trasversalita per le singole generazioni lim,_,, v(s, z)e ¢ =0, ossia

La condizione lim,_,, V(2)e

r ~ [ty
lim v(s, z)e {irb Mpe_p(t_“")ds =0
—o0



