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IPOTESI

Il modello di regressione lineare gaussiano
y =X0G+¢€
si basa sulla seguente ipotesi
y|X ~ N(X8,0%Ly)
oppure
e|X ~ N(0,0%Iy)
Poiche B e una funzione lineare di €
BIX ~ N(8,0*(X'X) ™)

La distribuzione condizionale dipende da X, cosi che nessuna

conclusione puo essere tratta sulla distribuzione di (.
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STIMA PER INTERVALLI

Per costruire la stima per intervalli dobbiamo disporre di una
quantita pivotale. Partiamo da:

(B —B)(X'X)(B - B)

o2

poiche
B—p=(XX)"X
e X(X'X) 1 X'X)(X'X) 1 X'e B ¢ X(X'X)"1X’e

o2 o2
Possiamo stabilire che
¢X(X'X)'X'e Pxe 5

o2 o2
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STIMA PER INTERVALLI

Infatti, P x € una matrice idempotente di rango K, fissato sotto la

distribuzione condizionale. Per I’assunzione di gaussianita di ¢|X:
o te|X ~ N(0,1Iy)

questa distribuzione non dipende da X e dunque anche la

distribuzione non condizionale, cioe
o te~ N(0,Iy)

Si puo invocare il seguente risultato: Teorema: Dato z ~ N(0,1) e

M simmetrica, idempotente con rango r, allora

7' Mz ~ 2
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STIMA PER INTERVALLI

Consideriamo
A () ()
% % %
dove

(5) ~ N(0,1)

o

anche questa e una forma quadratica in una matrice idempotente,

M x, quindi
e Mxe 5
2 X(N-K)
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STIMA PER INTERVALLI

Le due forme quadratiche

€Pxe

0‘2

e Mxe

0‘2

sono indipendenti perche M xP x = 0. Infatti;

MxPyx =(Iy —Px)Px =Py —Pyx =0
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STIMA PER INTERVALLI

Inoltre,
e~
5 €€
ST N_K
poiche
/6\: MXe
0 €e e Mxe
SsS T = = —
N-K N-K
s? 1 e Mxe
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STIMA PER INTERVALLI

s2 & indipendente da 3 e da 7i = X 3. Perche

/\//\
9 €€

=~ PG (N - K)

S
B=p8+(X'X)""Xe

dove € = M xy ¢ indipendente da © = P xy, perche
E[/E\/,ZL\] = E[G/MXPXy] =0

s? & funzione solo di € quindi ¢ indipendente da Ji.
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STIMA PER INTERVALLI

Teorema: Se x ~ N(0,0°%Iy), Q e P simmetriche ed idempotenti di

rango r e s e QP = 0, allora

/

P
x'Px r ~ Fio
x'Qx s ’

Nel nostro caso,

€Pxe/o*K X%K)/K

~ F _
eMxe/o?(N — K) X%N—K)/(N_K) (K,N—K)
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STIMA PER INTERVALLI

Il rapporto:

€Pxe/oc’K
eMxe/o?(N — K)

puo essere scritto come:

€Pxe/o*K
eMxe/o?(N — K)

(8- B)(X'X)(B - B)/0*K _

s2 /02
(B=B)(XX)(B=B)/K _
(B - B)(X'X)(B - B)

K s2
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STIMA PER INTERVALLI

*

;(K,N—K) : PriF ik n-k) > a(K,N—K)] =«

0<a<l

AN

(B - B)(X'X)(3— B)

br K2 < F;(K,NK)] =l-a

Pr|(B—8)(X'X)(B-B) < Ks*Flcn—iy| =1-0

I valori di 8 che soddisfano questa diseguaglianza per dato « sono gli

ellissoidi di confidenza nello spazio K-dimensionale, centrati su (.

Eduardo Rossi © - Econometria 09 11



STIMA PER INTERVALLI

Nel caso K = 2, la forma quadratica

(51—512Zw1t+2 51—51 52—52 Zl‘ltl‘zt 52—52221’%

Il contorno della funzione implicita

azx’ +byxr +cy’ = K

e un’ellisse con centro (z =
b < 0.

0,y

0), inclinata positivamente quando

Eduardo Rossi © - Econometria 09

12



STIMA PER INTERVALLI

e (31 e (B2 sono positivamente correlati quando > x1:x9: < 0.

e (31 e 33 sono negativamente correlati quando ) x1;x9: > 0.
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TEST F PER RESTRIZIONI LINEARI

Hy: B =00
Hi: B# Bo
Restrizioni lineari
HO . Rﬁ =C
H1 . Rﬁ 7& C
C (rx1)
R (r x K)
r(R) = r<K

Se

BIX ~ N (8,03(X'X)™1)
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TEST F PER RESTRIZIONI LINEARI

(Rﬁ _ c) X ~ N (RS — ¢, ?R(X'X)"'R/)
Dobbiamo ricavare la distribuzione sotto Hy : RG — ¢ =0 di

(RS - o) (R(X'X)"'R)) (R — ¢)

rs?

RG—-c = R(X'X) 'X'y—c
= R(X'X)'X'(XB+¢€)—c
= RAB+RX'X)'X'e—-c
= RB—-—c+R(X'X) 'X'e
= 0+ R(X'X) 'Xe
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TEST F PER RESTRIZIONI LINEARI

Sotto Hy,
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TEST F PER RESTRIZIONI LINEARI

W simmetrica e idempotente, con
WMy =0
infatti
(X(X'X)"'R'(RX'X)"'R)"'"R(X'X)"'X') (I-Px) =
W - XX'X)"'R/(RX'X)"'R)'R (X'X) "' X'X(X'X)'X') =

\ 7

(X/X)—lX/

W-W=0
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TEST F PER RESTRIZIONI LINEARI

r(W) = tr(W)
= tr [ X(X'X)"'"R'(R(X'X)"'R/) " "R(X'X) ' X/]

= tr |(RIX'X)"'R)'R(X'X)" ' X'X(X'X)"' R

\ .

i (x/X)-? |
= tr [(R(X'X)"'R)T'R(X'X)"'R/]
= trl[l,]
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TEST F PER RESTRIZIONI LINEARI

Le forme quadratiche

(R —c)/(R(X’X)"'R)"YRB—-c) ¢We

o2 g2 X
5 e Mxe 5
o2 (N_K)O_Q XN—K/( )
sono indipendenti. Il rapporto
(RG —¢)(R(X’X)"'R) "' (RG—c) e We/or -
rs2 -~ €Mye/o?(N — K) (r.N—=K)

e la statistica test per le restrizioni lineari R3 = c.
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TEST F PER RESTRIZIONI LINEARI

La procedura di test e calcolare questa statistica e rifiutare Hy se il
suo valore cade nella regione critica, cioe ha un valore maggiore di
F’ | tale che abbia una probabilita minore di « di essere estratta dalla

distribuzione Fi, n_p)-
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MINIMI QUADRATI VINCOLATI

Stimiamo 8 imponendo i vincoli lineari R3 = c¢. Funzione

Lagrangiana:
1
1
= (v~ XB)(y ~ XB) + N(RG —¢)
Condizione del primo ordine:
oL 10(y'y— 29Xy + FX'XB)  ON(RS o)
o 2 )] 0p3
= X'y+XXG+RAX=0
= X'(y-Xp)+RA=0
oL ~
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MINIMI QUADRATI VINCOLATI

~X'(y — X3) + R'A

Premoltiplichiamo per (X’X)™1! la (1):
~(X'X)"'X'(y = XB) + (X'X)"'R'A=0

—(X'X) X'y + (X'X)"'X'XB + (X'X)"'TR'A=0

(RS — c)

0
0

B+ 8+ (X'X)T'R'A=0

~

B=p3—(X'X)"'R'\
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MINIMI QUADRATI VINCOLATI

R3 - RG=— [R(X’X)"'R] A
A= [R(X'X)"'R'] " (RB - Rp)
sotto Hy : RE =cC

~

A= [R(X'X)"'R/] " (RS —c)

sostituendo nella (3)

~

B=03-XX) 'R [RXX)"'R]" (Rﬁ _ c)
Premoltiplichiamo per R

Rj3 = RA-R(X'X)"'R' [R(X'X)"'R/]™" (R@ _ c) — RG-Rj+c

I,
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MINIMI QUADRATI VINCOLATI

Rgzc

Notiamo che

~

B-F=-(XX)"'R[RX'X)"'R] " (RB - c)
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MINIMI QUADRATI VINCOLATI

(B—B)(X'X)(B—B) =
(RE _ c)l R(X'X)'R] ' R(X'X) " (X'X)(X'X) 'R’

Ik

R(X'X)"'R]" (RB _ c) -
(RG-¢) [REX'X)"'R] ' RX'X) 'R [RX'X)'R] " (RF—c) =

(R5 - c)/ R(X'X)"'R'] ' R(X'X) 'R/

A - s

“”

RX'X)"'R]™ (RE _ ) _

—1

(RG-¢) [R(X'X)'R]

N

RB—C)
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MINIMI QUADRATI VINCOLATI

I residui del modello vincolato sono:
€ = y-— Xg
= y-X[F- (XX)'R [RX'X)'R] " (RF - ¢)]
= (y-Xp) + X(X'X)"'R [R(X'X)"'R/] (RB ~ c)

— e+ X(X'X)"'R/[R(X'X)'R] T (RE - C)
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MINIMI QUADRATI VINCOLATI

La somma dei quadrati dei residui del modello vincolato:

de = {e+XX'X)'R [RX'X)'R] (RS - c }/
{e +X(X'X) TR [RX'X) 'R (R - c) |

{ (Rﬁ _ c) R(X'X)'R] ™ R(X’X)_lX’} x
{X(X’X)—lR’ R(X'X)'R] " (RE _ c) }
N

g { (RE _ c>/ R(X'X)"'R/] ™ R(X’X)—lx’} ¢
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MINIMI QUADRATI VINCOLATI

{ (RB _ c)/ R(X'X)"'R/]” R(X’X)—lx’} e=0

perche

//\
e=0
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MINIMI QUADRATI VINCOLATI

quindi

—1

ee = e+ {(Rf- c)l RX'X) 'R REXX) X} x

{X(X’X)_lR’ R(X'X)"'R] ™ (RB _ c) }
_ et

(RA - c)/ R(X'X)"'R]™

R(X'X)"'X'X(X'X)"'R/

\ .

Vv

R(X'X)'R]" (RP - c)

- @+ (RB-c) [RX'X) 'R 'RX'X) 'R [RX'X)'R] " (RF—c)

\ . >4

I,

= T+ (RB —~ c)' R(X'X)'R'] " (RB - c)

Eduardo Rossi © - Econometria 09 29



MINIMI QUADRATI VINCOLATI

la differenza tra le somme dei quadrati dei residui del modello
vincolato e non e uguale al numeratore della statistica test F'

~ / _ ~
de-ee=(RP-c) R(X'X)'R] " (RF-c)
la statistica test F' puo essere espressa come

(REB—c)(RX'X)"'R)YRB—¢c) de—¢de N—K
3 =~ ~ FrN-K)

rs
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ESEMPIO

y = X101 + X082 + €

X, (N x K
Xy (N x Ko)
B (Kypx1)
By (Ko x1)
K =K + K>
Hy: 61 =0

Hy:R3=0
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ESEMPIO

dove

R = [ L, O(TXKQ) ]

RO = [ I, O(erg) ]

sotto Hy il modello e

y = Xo02 + €

€|X1, Xy ~ N(0,0°Iy)

B
B2

S
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ESEMPIO

R(XX) 'R = | I, O(seyy

(R — ¢)(R(X'X)"'R/)"1 (R — c)

X'X; X4X,

X, X; X,Xo

rs?
la statistica test F

(B) (X Mx, X1)(B1)

rs?

AN

= (X{Mx,Xy) ™

(81 — 0) (X, Mx,X;)(B — 0)

51 = [XIMx, X, ' X My,y

rs?
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ESEMPIO

(y/Mngl)(Xllm)Qxl)_l (XllMXQ Y)
rs?

My =My, — My, X; (X' My, X;) ' X' My,

y/MX2X1(X/1MX2X1)_1X/1MX2y — y/(MX2 _MX)y — y/Mng—y/MXy

y'Mx,y somma dei quadrati del modello vincolato, y'M xy somma
dei quadrati del modello non vincolato.
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TEST T

y = x101+Xo0+e€
[
= X0O+e€

e ~ N(0,0°Iy)

D, & (N X 1)

Xy @ (N x (K —1))
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TEST T

(X'X)"!

|
ko
e
\V}

/2X1 X’2X2
B (x\Mx,x1)""  *
* *
Ipotesi nulla
HO . 51 =C
Hy: (i1 #c
R = [ 1 0 0 r=1
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TEST T

Restrizioni lineari

H()I
Hll

RG =c
RS # ¢
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TEST T

(RA — ) (R(X'X)"'R)"'(RB—¢c) (B — ) (R(X'X)"'R')" (B — ¢)

rs? 52
1
(R(X'X)"'R) = [ 10 0 } i
0
— (XllMX2X1)_1
Ricordando che il rapporto
(RG—c)(R(X'X)"'R) "' (RG—¢c)  €We/o’r -
rs? -~ éMxe/o?(N — K) (r.N=K)

e la statistica test per le restrizioni lineari RS = c.
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TEST T

Sotto I'ipotesi di normalita di € lo stimatore OLS E e statisticamente
indipendente dal vettore dei residui € e da tutte le funzioni di €, come

822

(Br— o) RXX)'R)M(Bi—¢c) _ (Bi—0)

s2  s2(x{Mx,x;) !

~ Fi N—K)

Bl —C
s/ (x1Mx,x1)7}

perché t%N—K) = F(l,N—K)'

~ UN-K)
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TEST T

La strategia e rifiutare I'ipotesi nulla se la statistica test assume un
valore che e inverosimile se 'ipotesi nulla fosse vera. Si rifiuta

I’ipotesi nulla se

AN

51 — C
s/ (x]Mx,x;) !

Pr

*
>lappN-K [ <O

cioe se

B —c
s/ (xiMx,x1)71

> t0 2 N K
dove

toon—r: Priltv-ml >t 2 n-k}=0a
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TEST T

Ipotesi nulla

H()Z 6120
Hy: p1#0
By

~ UN-K)

sv/ (%] My, x1) 7!

rifiutiamo l'ipotesi nulla se
b1

sv/ (¥ M, x1) ™!

> t0 2 N K
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TEST T

Ipotesi nulla

Hy : 61<C
Hy: (i1 >c

La statistica test rimane

AN

B —c
S\/(X/1MX2X1)_1

rifiutiamo l'ipotesi nulla se

31—(3 *

> 1 _
s/ (X My, )1~ “Nh

ton—x: Pritv-m) >linv_k} =0
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INTERVALLO DI CONFIDENZA

L’intervallo di confidenza per (3

PT{Ek—tZ/QS?(\Ek) SﬁkSEkthz/Ts?(\Ek)} =1-a
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TEST PER L’ESISTENZA DELLA REGRESSIONE

Test congiunto che tutti i coeflicienti eccetto il termine costante siano
uguali a zero:

o 1 0 ... O
001 ...0 |

R = | Ok—1)x1: Ix-1 r=K-1
0O 0 O 1

Hy: RB=0

Hy: RB+0
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TEST PER L’ESISTENZA DELLA REGRESSIONE

Modello ristretto:

y =01 +¢€
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TEST PER L’ESISTENZA DELLA REGRESSIONE

~
€

€= y/MLy
Il modello sotto I'ipotesi alternativa e:
y=X[3+¢€

La somma dei quadrati dei residui del modello non ristretto:

AN AN

e=(y—X8)'(y - Xp)

™

™

™)
I

y'y —20'X'y + 3'X'X(3
= y'y—28'X(XG+@) +FX'Xj
— vy -23X'X3—-28 Xe+3X'X3
0
/ I~~~ A
= yy-—pXXg
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TEST PER L’ESISTENZA DELLA REGRESSIONE

La statistica test F':
ee—¢ée N—-—K

€€ K -1

I —

e uguale a

¢e/(yM’y) —€¢/(yM.y) N - K

ee/(y'M,y) K -1
ma
¢
y' M,y
quindi

1-(1-R*) N-K R?

N - K

1-R2 K-1 1-R?

K -1

~ Fgk_1,N—K)
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R?2 CORRETTO

In una regressione multipla, I’R? aumenta con l’aumentare del

numero dei regressori.
—2

R aggiustato per i gradi di liberta:
B2 _q1_ €e/(N — K)
y/MLY/(N o 1)
2 (N —1) 0
=1- 1 —
R (N — K)( R?)

L’R diminuisce se la variabile eliminata ha una statistica test t
maggiore di 1 e viceversa.
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