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MODELLO PARTIZIONATO

Assunzioni: X, (N x K), matrice rango-colonna pieno, r(X) = K,
N > K.

po= Xp
= { X1 X } o = X101 + X252
D2
= M1 T {2 _ _
X; (N x Ky)
Xy (N x K»)
B (Kpx1)
By (K2 x1)
K=K, + Ky
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MODELLO PARTIZIONATO

Equazioni normali:

(X'X)3 =Xy

X' X,
X)X,

B
B

X' X,
XX

X' X,
X)X,

B

_//8\2_

X' X,
XX
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MODELLO PARTIZIONATO

Usando l'espressione per l'inversa di una matrice a blocchi

- 4 —1
A B B
C D
(A—BD1C)! —(A—-BD ') 'BD!

-D'C(A-BD'C)"Y D '4+ D 'C(A-BD'C)"'BD™!
— 1 —1 — -

XX, X(X, | E F

X5X; X4X, G H

/ / / —1
— (Xlxl — X1X2(X2X2) X2X1)
/ / / — 1<,/ — 1,/ / —1
= —(X7X] - X 1Xo(X5Xg) "X5Xq) XX (X5X2)

/ — 17/ / / / — 17/ —1
—(X3X2) "XoX1(X7X1 — X7Xo(X5Xg) "X5X71)

T Q m o
I

/ —1 / —1~,/ / / / —1~,/ —1~,/ / —1
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MODELLO PARTIZIONATO

(XIX) — X)X (X5Xo) ' X0X) ™ = [Xi(In — Xo(X5X) ' X5)X ]!
= [X{(Mx,)X4]™"

= [X{(Mx,)X,]™

= —[(X](Mx,) X)) X X (X5X,) ™

—(X5X2) T X5X [X (M, )Xy ]

= (X5Xo) 7+ (X5X) T XEX (X (M, ) X)) ™ X X (X5X,) ™

T Q 9 &
I
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MODELLO PARTIZIONATO

B, = EX}y + FXby

Br = [Xi(Mx,)Xa] Xy — [(X] (Mx, ) X1)] 7 X X2 (X5X0) " XYy
= [X5(Mx,)Xa] X [I— Xa(X5X2) ™ Xoy
= [X1(Mx,)X1] ' X} (My, )y

Poiche
! = M
X5 X

Mx,Myx, = Mgy

2

2

AN

51 = [XIMy, Mx,X;] ' X] (My,)y
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MODELLO PARTIZIONATO

32 — GX&Y + HX,QY

B2 = —(X5X2) ' X5X [X](My, )Xy ] ' Xy
H{(X5Xo) ™ + (X5X2) T XX (X (M, ) X)X X (X5 X)) 1} XYy
= (X5X5) ' Xy
—(X5X2) T XX [X (M, ) X0 ] 7 X [T = Xo(X5Xs) ™ Xy
= (X5Xo) Xy — (X5Xo) T X5X [X) (Mx, )Xy ] X (My, )y
= (X5X3) ' Xhy — (X5Xa) XX By
= (X5Xa) Xy — Xy ]
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TEOREMA DI FRISCH-WAUGH-LOWELL

Frisch e Waugh (1933), Lowell (1963).
y =Pxy+ Mxy
y = X131 + Xo6s + Myy
Premoltiplichiamo con XMy, :

X My,y = X My, X061 + X Mx,X50; + X Mx,Mxy

My, X = 0

MxMy,X; =0
perche Mx,X; € Col(X).
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TEOREMA DI FRISCH-WAUGH-LOWELL

Risolvendo per 31 si ottiene
B = (XMx,X;) " X|Mx,y

Quindi lo stimatore 87 puo essere trovato con una procedura a due
stadi:

1. regressione di X; su Xg, da cui si ottengono i residui M x, X7;

2. regressione di y sui residui della regressione del primo stadio,
Mx,X;.

AN

(1 cattura la componente di y collineare con X; che non puo essere

spiegata da Xo.
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TEOREMA DI FRISCH-WAUGH-LOWELL

Se avessimo moltiplicato per My, invece di X]Mx, avremmo

ottenuto:
Myx,y = Mx, X161 + Mx, X208 + Mx,Mxy
= Mx, X161 + Mxy
perche
My, My = (I— Px,) My = My

Questo mostra che la regressione di M,y su M x, X ha gli stessi
residui di quella di y su X e Xo.
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TEOREMA DI FRISCH-WAUGH-LOWELL

Poiche Col(x1) e Col(x2) non sono in generale sottospazi
mutualmente ortogonali, neanche X3 e X332 sono mutualmente
ortogonali. Se scomponiamo X;(3; come segue:

X161 = Px, X161 + Mx, X161
possiamo esprimere
y =Px, X101 + My, X151 + Xofs + Mxy
= Px, (X1B1 + Xsz) +Mx, X101 + Mxy

=Px, (Pxy)+ MX2X131 + Mxy
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TEOREMA DI FRISCH-WAUGH-LOWELL

ma
Px, (Pxy) =Px,y
mentre
Myx, X101 = Mx, (Xlgl + X232> = Mx,Pxy
quindi

y =Px, (Pxy)+Mx, X161 +Mxy = Px,y + Mx,Pxy +Mxy
y ¢ la somma di tre componenti mutualmente ortogonali. Infine,
Mx,y =y - Px,y =Mx,Pxy +Mxy

questa scomposizione ortogonale ¢ la scomposizione che si ottiene con

la regressione di M,y sulle colonne di M x,X;.
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TEOREMA DI FRISCH-WAUGH-LOWELL

Infatti:

MxMx,X; =MxMx, =0
che implica

yMxMx,X; = 0.
In conclusione,

Py, x,Mx,y = M x, X151

MMX2X1 Mx,y = Mxy
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MODELLO PARTIZIONATO - REGRESSORI ORTOGONALI

Dato:

p=Xpg=X061 + Xz

Se
XXz = 0F, x K,
allora
- - 4 -1 r -
b1 _ XX XiX, 1y
] B2 | ] X5X1 X5X, | ] 5y |
- 4 -1 r -
] 0’ X5X, | ] 5y |
[ XXy
] (X4Xo) "' Xby |
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MODELLO PARTIZIONATO - REGRESSORI ORTOGONALI

Possiamo rendere ortogonali i regressori con la matrice:

A =

Al=

XA:[X1 X2}

Ik,

—(X’2X2)_1X/2X1

Iy,
(X5X2) 1 X5X,

0

Ix,

0

Ik,

I,

—(X5X5) 7 1X5X,

(K x K)

0

Ik,

XA = [ X — Xo(X5X0) 1X0X D X

Eduardo Rossi (©

Econometria




MODELLO PARTIZIONATO - REGRESSORI ORTOGONALI

Riscriviamo il modello con

po= Xp=X(AAT)3
= (XA)(A7'p)
= 70
. 01
— X — XQ(X/QXQ)_1X,2X]_: X 5
2
i . 01
— <I — XQ(X,QXQ)_1X/2) X1: X2 5
_ 2
i . 01
— MX2X1: X2
! 02

= My, X101 + X202
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MODELLO PARTIZIONATO - REGRESSORI ORTOGONALI

7’7 =

(XA)(XA)
A'X'XA
IK1 —X&Xg(XéXg)_l
o Ik,
Ik,

—(X5X5) T X5X,

XX,

Ik,
_(XIQXQ)_1X,2X1

X'X; X/X,

Ik,

X/1X1 — X’1X2 (X’2X2)_1X,2X1

OK1XK2

Ix,

XX, X,Xo

XX

X’1X2 — X/1X2 (X/QXQ)_1X/2X2
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MODELLO PARTIZIONATO - REGRESSORI ORTOGONALI

X/l (IN — XQ(X/QXQ)_1X/2)X1 Xll(IN — XQ(X,2X2)_1X,2)X2
X’Q(IN — XQ(X/QXQ)_1X/2)X1 X’2X2

X1 (In — Xo(X5X0) ' X5)X:  Og, <k,

/ /
KgXKl X2X2
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MODELLO PARTIZIONATO - REGRESSORI ORTOGONALI

La relazione tra d e § ¢ data da:

) 1 0
=1 ' | =A"13= Ky b
] 52 | ] (X/QXQ)_1X,2X1 I}(2 62
or | b
] 02 | I (X5X2) T X5X 51 + 52

Infatti

(X1 — Xo(X5Xo) ' XEX )01 + Xodo = X181 — Xo(X5Xo) ' XEX 31+
X ((X5X2) "' X5X 181 + 32)
= X161 + Xa5
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MODELLO PARTIZIONATO - REGRESSORI ORTOGONALI

@zt | FaMeXT O
0 (X5Xo)™
/5\: (le)—lzly — (XllMXQXl)—lX,lMXQy
] (X5Xo) "' Xsy
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